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We give a characterization of “classical” d-orthogonal polynomials through a
vectorial functional equation. A sequence of monic polynomials { B,}, ., is called
d-simultaneous orthogonal or simply d-orthogonal if it fulfils the following &+ 1-st
order recurrence relation:

d—1
Bm +d+ l(-\'} = (-\‘ “/}m+d’ Bm + d('\" - Z }'z74+1'l:‘;vBr:v+d—l - v('\’)' mz 0-

o=

Y #0 m>0
with the initial conditions

By(x)=1, B/(x)=x—-§, and if d=2:

B(x)=(x—f, ) By}~ ¥ 707} B, o (v, 2<n<d.

n—1-v
p=1

Denoting by {%,}, ., the dual sequence of {B,}, .. defined by (%, B,.> =46, .
n,m 20, then the sequence {B,},, is d-orthogonal if and only if

(L XTB(x)) =0, nzmd+a+l, mz=0,
CH x"B 2 X)) #0, mz0,

for any integer x with 0 <a<d— 1. Now, the d-orthogonal sequence {B,}, ., is
called “classical™ if it satisfies the Hahn’s property, that is, the sequence {Q,}, 0
is also d-orthogonal where Q,(x)=(n+1)"" B,, \(x), n >0 is the monic derivative.
If A denotes the vector (¥, #. ... ¥ _,). the main result is the following: the
d-orthogonal sequence {B,},., is “classical” if and only if, there exist two dxd
polynomial matrices ¥ =(y, ), ®=(¢, ). degy, , <. degé, , <2 such that

YA+ D(PA)=0

with conditions about regularity {see below). Moreover, some examples are
given. 1t 1995 Academic Press, Inc.
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1. INTRODUCTION

Soit {B,}, . une suite de polyndmes normalisés (B,{x)=x"+ ---)et &
une forme linéaire. La suite {B,} -, est dite orthogonale relativement a .
si pour fout entiers m et n, on a:

(¥, B (x)B,(x)) =0, m#n, n,mz=0,
(¥, BXx)) #0, n=0,

ou ¢ , > est le crochet de dualité entre # et #' (# est l'espace vectoriel
des polynémes sur C, %’ son dual algébrique). Une telle suite est carac-
térisée par le fait qu’'elle vérifie une relation de récurrence d’ordre deux. Elle
est dite classique si la suite des polynémes dérivées est elle-méme
orthogonale [8, 9].

Les récurrences d’ordre supérieur a deux interviennent dans la définition des
fractions continues généralisées [4]. En particulier, les récurrences d’ordre
supérieur a deux vérifiées par des suites de polyndmes interviennent dans la
définition des approximants de Padé vectoriels [ 14] ou simultanés [ 3].

Les polynémes orthogonaux de dimension [ 10] appelés ici simplement
d-orthogonaux, ou dits vectoriellement orthogonaux dans [ 14] a propos
de la recherche des approximants de Padé (vectoriels) de d séries formelles
simultanées, sont définis par une orthogonalité par rapport a d formes
linéaires. Cette notion de d-orthogonalité ainsi que la 1/d-orthogonalité [ 1]
apparaissent comme des cas particuliers de la notion de biorthogonalité
étudiée dans [2] et c’est 'une des fagons, parmi linfinité décrite dans [3].
qui permet de caractériser la suite orthogonale par une relation de
récurrence d’ordre ¢+ 1, d’'un type particulier, généralisant de maniere
naturelle celle d’ordre deux de l'orthogonalité habituelle, obtenue pour
d=1T110, 14, 15].

On peut donc, par analogie, définir les suites d-orthogonales “classi-
ques,” comme celles dont la suite des polyndmes dérivés vérifie aussi une
relation de récurrence d’ordre d+1 [5, 6].

Cette notion de polyndmes d-orthogonaux “classiques” généralise d’une
fagon naturelle les familles de polyndmes orthogonaux classiques: Hermite,
Laguerre, Bessel et Jacobi obtenus lorsque d =1 et qui sont caractérisés par
I’équation fonctionnelle [7, 11, 127:

Y&+ D(¢L)=0, (&)

avec ¥ et ¢ deux polyndmes vérifiant: deg y =1, degd <2 et ' — 1¢"n #0,
n>=1 ou D est l'opérateur de dérivation défini par dualite: (D.Z, p(x)) =
—{ &, p(x)), Ype# et de méme le produit a gauche d’une forme par un
polynome: < f(x) £, p(x)> =&, f(x) p(x)), Vp, f e 2.
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Nous démontrons ici que les polynémes d-orthogonaux “classiques™ sont
aussi caractérisés par une équation fonctionnelle vectorielle du type (£):

YA+ D(DA)=0,

ou ¥, @ sont deux matrices dxd de polyndémes dont on précisera les
degrés ultérieurement et A est la fonctionnelle vectorielle par rapport a
laquelle la suite de 'polyn(‘)mes est d-orthogonale.

Nous donnons ensuite quelques exemples de suites d-orthogonales
“classiques” (d = 2). Pour d’autres exemples, voir [1, 5, 6, 13].

2. RAPPELS DES DEFINITIONS ET RESULTATS FONDAMENTAUX

DEFiNniTION 2,10 A une suite quelconque de polynémes normalisés
{B,},>0, On peut toujours associer une suite duale (base duale) { Z,},.,.
2L e#, n=20, définie par:

(Lo BX)> =0,  nm>0.

LEMME 2.1 [10]. Soit & € #' et soit p =1 un entier. Pour que & vérifie:

<"?’ Bn('\‘)>201 ana
(L. B,_\(x)) #0,

Il faut et il suffit quil existe A,eC,0<v<p—1, 4, #0 tels que:
p-—-1
=3 iZ. (2.1)
v=0

ProrosiTION 2.1 [10]. Si {Z},., est la suite duale de la suite
{Q,} w50 des dérivées de { B}, .o, définie par Q,(x)=(1/n+1) DB, , (x),
alors on a

DZ=—n+1) %, . nz0, (2.2)

’

avec (D2, p(x)> = —{ L. p'(x)), Ype#.

DEFINITION 2.2. Soit I'', I, ... I'? (d=1) d formes linéaires scalaires
définies de # dans C et soit {B,},, une suite de polyndmes normalisés.
On dit que la suite {B,}, ., est orthogonale de dimension d ou simple-
ment d-orthogonale par rapport a I'="(I'", I'*, .., I'Y) lorsquelle vérifie

[14]:
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(I*, x"B,(x)> =0, n=md+ o, mz=0, (2.3)
LT X"B o (X)) #0, m=0, (2.4)

pour chaque | <a<d.

La fonctionnelle vectorielle I est définie de % dans C“ par:
r.#»-cC”
N(p(x)="({T plx)), s KT p(x))), Vpe?.
En particulier, pour p{x)=x", n=0, on a:

D(x"y ="' X"y, o LT X))
=r' .. r9

no n
ou I') =TI x"y, 1<v<d, n=0, est le moment d’ordre n de la forme
linéaire scalaire 17"

DfriniTION 2.3, On dit que la fonctionnelle vectorielle I est réguliére
§'il existe une suite {B,}, . vérifiant (2.3) et (2.4).

Remarques 2.1. (a) Les inégalités (2.4) représentant les conditions de
régularité données dans [ 10] et qui sont équivalentes a celles données dans
[3], Eq. 18, p. 78, ou bien 4 'Eq. (2), p. 142 de [16].

(b) Daprés le Lemme 21, on a: I'*=Y7_ )%, 2% | #0,
l<a<d, cest-a-dire de fagon équivalente: ¥, =%'*\7 I ©° ,#0,
O<v<d-—-1

Donc, la suite {B,},., est aussi d-orthogonale par rapport a A=
’(:/Uv“’ -(fd—l)-

Par conséquent, dans tout ce qui suit, on utilisera la fonctionnelle
(canonique) A.

TutoreEME 2.1 [10]. Avec les notations précédentes, on a les équiva-
lences suivantes:
(a) La suite {B,}, -, vérifie une relation de récurrence d'ordre d+ 1
(d=1):
Bm+d+ l(x) = (x_ﬁm+d) Bm+d(x)

d—1
- Z “’(I‘livB»|+d~lfv(x)~ ’7120, (Rl)

Fmyd—v
v=10
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avec les conditions initiales:

Byx)=1,B,(x)=x—foetsid=2:

n? R2
B"(.\')Z(.\'—‘ﬂ",_l "7](‘( Z yuilliuBu—l—v(x)a 2$n<ds ( )

avec y9 . #0, m =0 (conditions de régularité).

(b) La suite {B,},., est d-orthogonale par rapport a A=
Ly s Ly ).

(c} Pour chagque (n,v), n=20, 0<v<d—1, il existe d polynémes
Aimov), 0L u<d—1, tels que:

d--1

Lrgv= Y N'(nv) 2, n=0 0<v<sd—1, (2.5)
#=0
et vérifiant
deg A" (n, 1) =n, Osu<<d—1l,etsid=2:
deg A" (n,v)<n, Ogsusv—lsilgsvgd—1

deg A“(n,v)<n—1, v+ l<usd—1si0sv<d-2.

Remarque 2.2. Si on écrit A*(m,u)=37_,rs x', avec r4 . (coefl. de
x")#0, n20, car deg A*(n, ) =n, alors: vt =(TT0Z0 ¥ous i) iz L
rg =1

En effet, d’aprés la relation (2.5), on a:

(L A ) By, (X)) =1, u=0,1,..,d-1; n=0,

d’oﬁ ’i: n l/<"{jl"\’IBI141+/I('\‘)> = (I_[:I:(l) }ld+/l+|)7,’ n > l’ r{;,() =
1/{.%,, B, (\ )> =1

e

DEFINITION 2.4, Soit d et s deux entiers non nuls et soit ¥ € #’. On dit que
la suite { B},  est strictement s/d-orthogonale par rapport a & si elle vérifie:

(¥, B, (x)B,(x)>=0, nzmd+s, mz=0,

<‘f Bm )Bm(l+xf]‘x)>960, ’71?0.
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Remarque 2.3. Si la suite {B,},., est d-orthogonale par rapport a
A="(%, ..., £;_,), alors elle est (a+ 1)/d-orthogonale par rapport a la
forme linéaire .¥,, 0 <a<d—1, et réciproquement.

THEOREME 2.2 [10]. Pour chaque suite {B,},., d-orthogonale par
rapport a la fonctionnelle A='(%,, ... L, ) les énoncés suivants sont
équivalents:

(a) Il existe L e et s=1 entier tels que:
(¥, B,(x)>=0, nz=s,
(&L, B,_((x)) #0.

(b) Il existe L€', s21 et d polyndmes ¢*, 0 <a<d—1 tels que:
K =340 ¢*F, avec les propriétés suivantes: sis—1=qd+r, 0<r<d—1,
on a
deg ¢" =g, O0<r<d—l,etsid=2:
deg ¢> < g, O0<asr—1lsil<r<d—1,

deg ¢" < g —1, r+l<a<d—1s5i0<r<d—2.

(c) Il existe L€ et s=1 entier tels que la suite {B,}, ., soit
strictement s/d-orthogonale par rapport ¢ .

3. EQUATION FONCTIONNELLE VECTORIELLE

Considérons une suite de polynémes normalisés {B,}, ., d-orthogonale
(d=1) par rapport a A='%, .., %,_,), dont la suite des dérivées
{0,}ns0. définie par Q,(x)=(n+1)""' B, (x), n=0, est aussi d-orthogo-
nale relativement 3 1="2,, .. %, ,).

DermitioN 3.1 La suite {B,},., est dite alors d-orthogonale
“classique.”

THEOREME 3.1. Avec les hypothéses précédentes, les deux énoncés
suivants sont équivalents:

(a) La suite {B,}, ., est d-orthogonale “classique.”

(b) La fonctionnelle A vérifie ['équation fonctionnelle vectorielle
suivante:

YA+ D(PAy=0, (3.1)
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ou ¥ et @ sont deux matrices dx d de polynémes:

0 1 0
0 0 2

Y(x)= : oo e , (3.2)
0 0 0 .. d-—1
yix) & G Cu

avec y est un polyndme de degré 1, {,, | Spu<d—1, sont des constantes;

¢,' = ’ 3.3
(x) v ax) ¢ll,,z(,\‘) ¢itlz(-\‘) (3.3)
$o ) gL () e gd )

avec ¢, sont des polyndmes tels que:
deg ¢! <1, O0sv<a+lsi0<a<d—2,
deg ¢ =0, a+2<v<d—1si0<a<g<d-—3,
deg 4% <2 et degg), <1, I<v<d—1.

De plus, sii Y(x)=e,x+e,, ¢ (X)=cx7+c,x+c¢,, ¢ (x)=
k.x+1,,0=0,..,d—2, alors:

14

- , mz=0, e, #0, (34)
m+1
+1

x X , m =0 pour chaque 0 <a<d—2. (3.5)
m+ 1

Démonstration. Pour d=1, la démonstration est faite dans [7]. Et,
dans un cadre plus général, dans [11, 12].
Supposons d > 2.
La démonstration de ce théoréme se fait selon le plan suivant:
I. (a)=(b):
(i) {(a)=(3.1)-(3.3);
(i) (a)=>(3.4),(3.5).
II. (b)=(a):
(1) (3.1)~(3.3) = l'orthogonalité des dérivées;
(n) (3.4), (3.5)=la régularité.
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(Li): (a)=(3.1)-(3.3). D’aprés la Proposition 2.1, on a en particulier:

DY,=—-(v+1) ¥ .\, v=0,1,..,d—-1

D’on
D7, 1 0 0N /&
S N L R (36)
D7, 00 . d\z

D’autre part, la relation (2.5) permet d’exprimer 4%, en fonction de
Los o Ly

41
(1"([{1: w“%) + Z C/( “([/:
=1
En effet, de (2.5), pour n=1 et v=0, on a: :/’,,zz;f;},/\“(l,O)f,,, ou
A% (1, 0) est un polynéme de degré un et AY(1,0),1<u<d-1, sont des
constantes. Donc d%,= zﬂ 0d N (1,0) %, Dou y(x)=dA"(1,0)(x)
(de degré 1), et {,=d A" (1,0), 1 €pu <d— 1 (des constantes).

Si on pose A’(1,0)(x)=m,x+m,, A“(1,0)=s,, 1 <pu<d—1, alors,
en appliquant successivement la forme linéaire %, a B,(x), n=1,..,d,
compte tenu des récurrences (R1) et (R2), on obtient facilement le systeme
sulvant:

Pom, +m,=0;
)‘,’ “m,+s,=0, u=1,.,d-1;

PWm, =1
D’ou 'on a immédiatemment:
my=1/yY, my= —fo/7} et s,= =y, I<u<d—1.

Par conséquant, si Y(x)=e¢, \+e(,, alors: e, =dm,=d/y'#0 et

eo=ny= —(dfy/y). Donc yY(x)=(dy)) Bi(x) et {,= —(dy¢ - “ 1y,
u=1,.,d—1
Finalement, ’équation (3.6) s’écrit:
R 1 0
b7, 0 0 2 0 Zo
D7 | . 4
D“(Zil—l 0 0o 0 ... d-—1 ¢,

W(x) & Cz e Ly
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soit
DA= —¥A, (3.7)

ol ¥ est la matrice (3.2). Avec, pour tout f e #:

(DZ,, f(x)) ([
DA fix)) = : = — : ;
<D~(7}d7|xf(-\')> <~(7}d TGS
L, fx)y

28, 1x)

FAS 1)) = ((1*2)(1/;/,3.f(,\’)>

d—1

<‘/] x)“ﬂi*. >+Z ;1<“/) AV )>

=1

Par ailleurs, en dérivant la relation de récurrence (R1) vérifiée par
{B,} >0 et en changeant m —> m+ 1 on a, pour tout m > 0:

Bm+d+l(’\.):("1+d+2) Qm+d+l(y\) ('"+d+] ﬁln+z/+| Qm+‘l(—\‘)
d—1
+ Z ("1+d—v)}m+lt.li+\lvam+|/—— 17\‘(-\-)' (38)

v=10

Ensuite, comme {Q,},., est aussi d-orthogonale donc vérifie également
une relation de récurrence d’ordre d+ 1 (du type (R1)):

. N sd—1—v .
Qm+xl’+|(‘\):(' ﬂm+zl) Qm+¢1 Z )m+d — v m+d 1 v('\)* ’"20'

v=1{

Ce qui donne, en formant B,,, ;. ((x)+(m+d+1)Q,,, .. (x), pour tout
mz=0:

Bm+d+]<'\‘) = Qm+d+]"\-) + ("1+(l’+ l)(/))m+d+ 1 hﬁﬂl*’ll) Qm+(l<'\.)

+ Z ["’1+(1_"' /i{l+1¢/1\| —v

v=0

h(’n+d+1 )::1+]d’ \]Qm+d 1— \)- (39)
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D’une maniére analogue, en utilisant les conditions initiales {relations de
récurrence (R2)) vérifiées par les suites {B,},., et {Q,},-0 On obtient
aussi:

By(x)=0Qyx)=1,
Bi(x)=0Q(x)+ (S — o) OQolx),

et sid>2,onapourtout 2<n<d: )
- (3.9)bis
Bn('\‘):Qn('\»)_*_n(ﬁn*ﬁn— I)Qufl(x)

+ % L= L=y =gt 1010, o)
=0
De (3.9), on obtient pour chaque 0 <x<d—1:

(Z,B(x)>=0, nzd+2+a,

<~‘7;~Bd+l+a(-\‘)>=(ot+1))"2+:_(°‘+d+1)f2+1~
Et de {3.9)bis, on a aussi pour chaque 0 < a<d—1:
(2, B(x)>=0, 0<n<a—1,
(Z,.B(x)>=1
Dong, il existe a <1, <d+ | +« tel que:

(Z, Bx)>=0, n=t,+]1,

(2, B,(x)> #0.

Par conséquent, d’aprés le Théoréme 2.2., il existe d polynémes ¢!,
0<v<d—1, tels que:

d—1

Z,=3 ¢, avec, si {,=q,d+r,, 0<r,<d—1I: (3.10)
v=10

deg ¢ =gq,, OLr,<d—letsid=2:

deg ¢, <gq,. ogv<r,—~lsil<r,<d—1,

deg . <q,—1, ro+l<sv<d—1s10<r, <d—2.

Puisque a €7, <d+ 1 +a, 0<a<d—1, on est amené alors a distinguer les
différents cas suivants:
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(1) 0<a<d—2, dott a1, <a+d+1<2d Par conséquent: 0<
g,<1.S1¢g,=0,onaa<r,.Sig,=l,onar, <a+l.

() x=d-1,doncd—1<1t, €2d, dou0<qg, <2 Sig, ,=0,
onar, ,=d—letsig,_ =2,onar, ;=0.

Donc ¢,_,=2 est réaliseé seulement lorsque ¢, ,=2d. ie. que seul le
polyndme ¢35 , est de degré <2. La relation (3.10) s’écrit alors sous la
forme matricielle suivante:

A=@4, (3.11)
ou A=Y, .. 4 ) A="%, ... 7, ) et ® est la matrice (3.3).

Gy, S
Avec A(f(x)) = :
<"(Z}d e SL)D

d—1

Y (pyxy L, fix)

r=90

PA(f(x)) = : . Ve

d 1
Y LB _i(x) L, [

v=10
Des deux relations (3.7) et (3.11) on a facilement (3.1).

(Li1):  (a)=(3.4), (3.5). Montrons maintenant que, si on écrit;

d df,
Yix)=e,x+e, (e‘, T €= T )
i i1

Py =k, v+, puisque deg¢t'<l, 0<a<d—2:
2—|('Y)=('2~\'2+"l~\‘+('()~

on a nécessairement les deux conditions (3.4) et (3.5).
En effet, de (3.8), on peut écrire pour tout »m = 0:

(m+d+ 1) xQ,, . Ax)=(m+d+2)0Q,,, 4.1(x)

+(n1 +d+ l)ﬂm+d+ 1 Qm+d('\‘)—Bm+¢l+ 1(~\.)

d—1

+ Z “n + d-' ") )';{, ;l‘li\Lvl — v Qm +d—1- \'( \)

y=10
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D’ou, pour m—>md+a, m=0, 1 <a<d—1, on a

(m+ D d+oa+1)xQ .+ 1rardX)
=(m+Dd+a+2) Qi iyurarilXx)

+im+Dd+oa+ D) B narasr Qima1yasalX)
d-
_Blmkl)d+u+l(-"-)+ Z ((’n+1)d+a—\')

v=_0

o—-1—v .
XY om+hdtasl cQims tyaex—v (X

Par suite:

(m+1)d+a+ DE X" Qi iy X))
=((m+ 1) d+ 2+ 2K Z X" Qi ety avas (X))
Fm+ D d+2+ 1) By trasas i< X" Qs 1y as ol XD
~ L B raia (X))

d—1

+ Z ((’n+ l)d‘f‘a—\’) ytdm‘#lii}‘:l+a+l\v<“(?au Q(m+l)¢l+a~v\l(x)>’

=10
Or par hypothése, la suite {0}, ., est d-orthogonale par rapport a la
fonctionnelle A =%, ... ¥, ), donc:
(('n + 1 ) d+ o + l )<,.(Z, '\‘m+ lle+l)t/+rx("\~)>
= - <“(7/1* B(nl+l)d+a+l(x)>
Fmd+ 2+ 1) Yo 2L X Qo s ol XD

Mais: Z =S¢ _¢: %, 0<a<d—1.
Donc

(m+ 1) d+oa+ D X" Qs 1y daal X)D

d-1

= - Z <“(/v’¢;(x) XmB(m+l]a’+a+l(x)>

vr=0
0 >
+ ¥ md+1+2<"(fa* xmB:nd+ x+ 1(x)>

d--1
- Z (&, ¢;(\) xmB(m+l)d+x+l(x)>

y=10

0 77 . 1 -
+ }'mxl+1+2< "(/)au ("mBmd+m+l(x))/ —mx" Bmd+rx+ l(‘\)>

I
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soit

(("1+ 1)(1+“+])<=(Zw '\."'+1Q(111+l)d+a('\‘)>

d—1
"0 ) v | .
= -"n/"mzl-\‘-z+2 Z <“(/}v’ ¢;('\)’\m Bmd+a+l(~\)>
v=0
-1
- Z <“(/)w ¢;(~\.)'\J“B(m+l)zl+1+l('\~)>
v=10

- }‘i:1d+a+2<D"(7)aﬂ '\‘mBmd+1+ l(-Y)>
ou bien, d’aprés la relation (2.2) et pour chaque 0 <a <d— I:

((Mm+Dd+oa+ 1P X" Qi 1y as (X))

d—1
[ T =1 "
= — MY i a2 2 <~(/)\w¢;(l)r\m Bnul+m+l(-\)>

v=0

d-1
- Z <’y)l* ¢;(-Y)xmB(m+]Id+x+l('\.)>

v=20

+‘a+1)yf:u/+1+2<“(/)a+l*XmBmJ+a(+1(X)>’
ou encore: pour a=0,1,..,d—2:
(M4 d+ax+ D2 X" Qs e X))
= L L 03X X" B 1w a (X))
SR CE DE UM QU ) : AT 9 )
_’"T?ud+a+z<~(/}x+h¢z+](~“')»\'m7 led+az+l(x)>'
Donc, si ¢2* (x)=k,x+1,, alors:
(m+ 1) d+ o+ DCZ X100 1y a3
= =k L N B x (X))
= s 2Kl L 1 X B a1 (X))
F @+ D) Pty 22 L1y X By 241X

Mais:

o+ 1 . _ 0 2 .m .
<"(/{x+l**\m Blm+l]-1+1+l('\)>_)m(l+1+2<"{/1+]"\ Brml+1+l('\)>‘

189
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Donc, pour tout m =0

(m+ 1) d+a+ 1) Z .'”*'Q(,,,H,‘,H(\))
=(a+1—(m+ Dk )L s X" B as s (X)) #0.
ce qui implique que: &, # (a+ 1)/(m+ 1) (condition (3.5)).
Et, pour a =d—1:

(m+ D) d+d)Z X" Qe 1yt a ((X)D
= =&, 80 (Y X"Bluyyare AX))
= g as K Loy B (X)X T a(X))
+dy, md + a1 8Ly X Bra 1 (X))
Mais: d¥, =y L+ Y0\ (, 4, avec deg ¢ = 1, donc:

(m+2Yd{Zy . X" ' Qi vyura (X))
= (Lo Y (X)X By, i)
/71,(,,,“.‘1“(&/; Gg (X)X By al X))
+}"<m+1m+|<~/}m W(xX) X" B 1y a(X)).
Si ¢l [(X)=cx + e X+, Y(x)=e,x+e,, alors:
(m+2)d{%, XD a a1 (X))
= (L, "H:B<m+’;d x)>
=1y a1 L X B ad X))

0 P i+ "
+ e Vomenyas 1< Lo, N Biina(X)).

Or <f] m+lB(m+]izl(‘)> /nu[«+-1<‘/}(]ﬂ“\L Bmd(\)> ’Ol‘l:

(’7""2 d<“(?l I —\-"'+IQ("’+]"1+(171(X)>
={e,—(14+m) 3} { L, X" B, 2, ul(x)> #0, m=0.

C’est la condition (3.4).

(ILi): (3.1)-(3.3) = l'orthogonalité des dérivées. Il suffit de montrer que
la suite des dérivées, {Q,},-0. est aussi d-orthogonale par rapport a la
fonctionnelle @A,

En effet, par hypothése la fonctionnelle vectorielle A vérifie 'équation
(3.1): YA+ D(®A)=0. On pose F'=dA avec ['="(I", .., ‘). Donc
F*=3¢_0¢: | Loa=1,..d oug¢,, 0<v<d—1, 0<u<d-—1,sont les
polyndmes de la matrice @.
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En terme d’application de fonctionnelles linéaires scalaires, 1'équation
{3.1) se traduit par:

YA(p(x)) + D(®AY p(x))=0, VpeP, (3.1)bis

<=(fls [7(\')>
2B, plx))

avec YA(p(x})= (d— 1)<3’;,,1,p(x)>

d—-1

Y(x) L, p(x)> + Y, L L p(x)D

=1

(DT, plx)> (T p'o)
szﬂ 3 fz, "(x

D@y pxy=| PP PR g,
(DT, p(x) (P p(x)y

D’ou, pour tout p € #, on peut écrire, compte tenu de 'équation (3.1)bis:

(P p(x)y =2l L, p(x)>,  a=1,..d—1,

s a1 (3.12)
(T4p(x)> =L px)px)>+ Y, (L p(x)).

=1

Montrons donc que la suite {Q,},50. @ux)=(1l/m+1)DB, (x), est
d-orthogonale par rapport a I, clest-a-dire pour tout 1 <a<d:

{< = x"Q,(x)> =0, nzmd+oa, m=0, (3.13)

<fa* X md 4+ x— I(x)> ;éo’ mz 0

Dans (3.12) et pour p(x)=x"B, . (x), n, m 20, on obtient apres dévelop-
pement: pour a=1,..,d—1:

(n+ DT x"Q(x)) =al L, x"B,, , (X)) —m{T* x" " 'B,, (X))

(3.14)
et pour a =d-:
(n+ DT x7Q,(x))
= Lo, X"W(X) B, , ((x)) —m{T“ x™"'B,  \(x))
2Y (s, (), (3.15)

pu=1

6408

P2
(™)
[
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Ensuite, de (3.14), on a:

d—1

(P 3™ 1B, () = ¥ (Ll (1) 3" B, ()
v="0
Z ’z,}l’ ;~l ‘) "1*IB"+‘( )>

+ Z <=(i)v’ ¢;4l(x)xm—]Bn-f—l(x)>'

v=oa+ |
Par hypothése: deg ¢! |, <1 si 0 <v<u et donc:

L, (x)x" B, 1(x))=0 st n+lzmd+v+1l, m=1,

a fortiori sinzmd+a et sia<d—2.
Les polynomes ¢, | sont des constantes pour a + 1 <v<d—1 et donc:

(L g (x)x™7'B,  (x)) =0 si n+lzm—0d+v+1, m=1,

a fortiori si n=md—1, m>1. Donc (I"* x"~'B,, (x)> =0, n>md + «,
mzl, l<a<d-1, puisque, par hypothése: (&, x"B,,  ,(x)>=0,
nzmd+a, m=0. On a bien: (I* x"Q,(x)>=0, n>md+a, m=0,
I<a<d—1

Ensuite, montrons que: {1, x"Q(x)> =0, n=md +d, m=0. Dapres
I'’hypothése: ( %, y(x) x”B, , (x)> = O n=md+ d, m>=0. Et pour chaque
l<u<d—1:{%,x"B, (x)>=0,sin+1=2md+pu+1, m=0, a fortiori
pour nzmd+d, m=0.

Enfin, on a:

d—1

(F4x"7'B, (X)) =%, (L dy_(x)x" "B, \(x))
v=0

=< Lo, 4y 1(X) X" B, (X))

+ z (L, 5 (X)X 'B,  ((x)D,
ve=1{

ou deg@f <2 et degg), <1, 1<v<d—1 selon I'hypothése. Il en
résulte: (T4 x" " 'B,, (x)> =0, n=zmd+d, m=>1.

(ILii): (34), (3.5)=la régularité. Montrons maintenant que:
(T x" Qi n1(X)>#0, m20, a=1,..,d Dans (3.12) en posant
Px)=x"B, .. X ), m>=0, on obtient aprés développement: pour
a=1,..,d-—1:
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(md+ a){T* X" Qs x (X))
:a<“%l’xmBmd+1( >_’n<1_‘[l niled+1(‘)>

:a<f rmBmd+1 -_”l Z < /n' X l¢/‘ \)Bmd+a(\’> (316)

et pour x =d.

(md +d){ T x"Qpsu_ (X))
d—1

= <"290' '\.ml//('\.) Bmd+d('\~)> + Z C,u<"(,iu* xmBmdi—d('\‘)>

je=1

—m{T4 x™ "B, X)) (3.17)
On écrit (3.16) sous la forme:

(I71d+a <F1 QOd+1fl(\)>
x~1

=—m 2 < ,u*’ d)uA] X)Bmd-}»m('\.)>

=0

+{ Ly (ax = mgs (X)) X" By (X))

d—1
—m Z <~!j,»'\m;71¢};,](x) Bmd+a(-\.)>5
p=a+1
soit  (md+a)<T* x"Q, e (X)) =L, (ax —md> (X)) X" "By, .
(x)), puisque deg¢® <1, 0<u<a et dego” ,=0, oc+l<,u<d—l.
Ecrivant ¢7 (x)=k,_ ,.\'+lu,,, l<a<d—1, on a:

(md + 0T X" Qo 1(X)D
:(l—'nkm\l)<"(ljcw”\.mBlmI#»cx(x)>* ’7'120.

Donc (md+ a){I* x"Q,,., (x)> #0. Car, d'aprés (3.5) k, , #a/m,
m=1l, l<a<d—1 et par hypothése: (%, x"B, ;. {x)>#0, m=0,
O0<a<gd—1.

Enfin, de (3.17), on a:

{nl + l ) d<Fd’ X",de+d¥ |(.\')>

:<"(!:)"\J”'j/('\‘) (m+1) d(\ >+ Z g/l( ;n' {m+l)d(\)>
=1

—m Z (&m0 ]¢’:L UX)Y Bl iy ulX))

v=40

= (L X By 1y al XD = M Ly X719 (X) By 1y (X))
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car deg¢) <2 et degg, ,<I, I<v<d—1 Donc, en écrivant
Y(x)=e,x +ey, ¢%_(xX)=c,x2 4+, x+ o, On obtient:

(m+1)d{ re XD v a (XY =L, (€ —mey) X7 lB(m+l)d(»’c)>
={e; —mcy) 4, ~\'m+‘B(m+1)¢/(x)> #0,

puisque par hypothése { %, x™*'B,,, . 1, 4(x)> #0 et, d’aprés la condition
(34), c,#e,/m<s=>e,—mcy; #0, m=1.

La suite {Q,},-, vérifie alors (3.13), elle est donc d-orthogonale par
rapport a la fonctionnelle I'=®A. Et, d’aprés la Remarque 2.1, elle Pest
aussi par rapport & A =%, ... Z,_,).

La suite {B,},., est donc d-orthogonale “classique.” D’ou le résultat.

CoRrROLLAIRE 3.1. Les récurrences sur les moments des fonctionnelles
linéaires scalaires %, ..., &;_, sont données par le systeme suivant:
0 d1 )

1 0 0 0
Y ! k 0 0
0 m+1 0
‘ , d—1
—47_, i ke 0
€ gy & o Cdd_ d-v er
m+1 a-110) m+1 d-1 m+1 Pa=i m+1 2
("g)())m#-l
(“([])m-f»l
N .

("({1171):714—\

(‘Z))m*—Z

O 0 I (%)IH
$o(0) - ¢y'(0) O (L) m
950y o @4TNO0) O J\ (Ll
3_1(0‘) 211:}(0) 0 (go)m-}-]

o (L), =< L. xX">, m=0, est le moment d’ordre m de la fonctionnelle ¥,,
Osvsd—1.

Démonstration. A partir de la relation (3.12), on a:
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d—1
(a4t 1)L rpd— X (L 40> =0,  a=0,.,d-2
v=0
d—1

(Lopy + Y L Lopy— Y (Lt 0> =0,

v=1 =0
Vpe .

En particulier pour p(x)=x"*"' on a les récurrences pour les moments
des fonctionnelles linéaires %, ..., & _,:

(i) pour x=0,1,..,d—2:

(et L= (m+ D)L X" —(m+ 1) Y 3L, "0

v=0
d—1
—(m+1) Y U0 L, x") =0,
v=0
(11) et pour xa=d—1:

d—1
(er—(m+ 1)) Lo, X" 2y + e Lo, x5+ ¥ L (F x" T
v=1

d—1

—(m+1j Z Py (0K L. X"y
v=10
d—1

—(m+1) Y ¢, (0L, X" =0.
v=0

D’ou le systéme suivant:

1 0 0 0
. 1
A0 —k 0 0
% m+1 ¢
, , d—1
—fu-2 —ba s m+1 42 0
€y <) o a1 _ gl Y v
m+1 a(9) m+1 Pu m+1 P m+l
<%’xm+l>
<Z’V\_m+l>
y .

(L Xty
Ly, 302
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1] ] 1 <%,X”'>
P30y - P50 O (L, xS
9 0) o g9IN0) O [\ (2,

¢5_(0) - 94710) 0/ \(Z. x>

Ce qui donne le résultat.

4. EXEMPLES

Nous donnons dans ce dernier paragraphe quelques exemples de suites
d-orthogonales (d>2), ainsi que leur équation fonctionnelle vectorielle.
Rappelons d’abord les résultats suivants:
4.1. Les polyndomes d-symétriques

DErFINITION 4.1, Considérons une suite de polynémes normalisés
{B,}.>0- On dit que cette suite est d-symétrique lorsqu’elle vérifie:

B,,(f/\.,\') = Cj;‘, B,,(.\'), nz 0§

2ikm
d+1

ou ék=eXp< >, k=1,.d ¢&*'=1

Lorsque d=1, donc £, = — 1, on retrouve le cas d’'une suite symétrique:
B(—x)=(-1})"B,(x),nz0

DermaTioN 42, On dit que la fonctionnelle A="%,., ... %, ) est
d-symétrique lorsqu’elle vérifie:

(L asiynsn=0, v=0,1,.,d=1, u=0,1,....d v+#u, nz0

En particulier si d =1, A se réduit a la fonctionnelle linéaire scalaire %, on
retrouve la définition d’une fonctionnelle symétrique:

(L)onr1=0, n 20 (tous les moments d’ordre impair sont nuls).

THEOREME 4.1 [5,6]. Pour chaque suite normalisée {B,}, ., d-ortho-
gonale par rapport & la fonctionnelle A=Yy, L, ... L), les wrois
propositions suivantes sont équivalentes:
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(a) La fonctionnelle A est d-symétrique.
(b) La suite {B,},, est d-symétrique.

(c) La suite {B,}, vérifie la récurrence suivante:

%’B,,(x)=x", 0<n<d,

(4.1)
Bn+d+ l(x) =XB,,+,1(_\‘) - )'2+ [ B"(.\'), hn 2 0

Si, en plus, la suite {B,}, ., est d-orthogonale “classique,” alors sa suite
des dérivées {Q,}, ., vérifie également la récurrence:

{Q,,(x)z.\'", 0<n<d,
Qll+d+l(x)='\.Q?l+d(x)_j;$:+IQH('X.)’ n>0

4.2.

ExeMpLE 1. Les polynémes d-orthogonaux de type Hermite. Soit
{B,} .0 une suite d-symétrique et d-orthogonale “classique.” Donc, elle
vérifie la récurrence (4.1} et sa suite des dérivées vérifie la récurrence (4.2).

Ainsi, les égalités (3.9) et (3.9)bis deviennent:

B,(x)=0,(x)=x", 0<n<d,
Bm+zl+l(x):Qm+d+l(x)+[(m+”7'2;+2 (4.3)
- ("1 + d+ 1))7»1+1] Qm('\-)’ m 20

En remplagant maintenant (4.3) dans (4.1), compte tenu de (4.2), on
obtient le systéme suivant:

(n+d+2)7  =(n+d)fo+mn+ 1)y, . —m—Dy ., n=l (44)
(d+2) 77 =72+,
(n+2d) F afn=2n+d) py g Fo =70 g Vaers 2L (4.5)

Pour résoudre ce systéme, on pose:

~0 — 0 n
}‘n+l—§fnn+d n

nzl, 6,#0.

L’équation (4.5) se transforme alors en une équation de Riccati de la
forme:

i
Ouaty =2 n>l (4.6)

n



198 DOUAK AND MARONI

Nous ne considérons ici que le cas de la solution évidente de I’équation
(4.6) c’est-a-dire 6),=1, n > 1. D’ou en remplagant dans '’équation (4.4), on

obtient:

~0 o (R4d)!

|0 e —_—
}n+1—}n+l—y1 n'd' » nBO

Il en résulte que {B,}, . est une suite d’Appell, car B,(x)=Q,(x), n=0.
Les deux fonctionnelles A4 et A sont alors identiques. L’équation

fonctionnelle caractérisant cette suite est:

YA+ D(DPA)=0.

0O 1 0 0
0 0 2 0 1 0 0
S N 0
Avec W(x)= 0 00 ... d-1 | D(x)= - o
00 ... 1
E:;x o o0 --- 0
71

Remarques 4.1. Puisque {B,},., est une suite d’'Appell:
(1) Drabord, en dérivant successivement B,(x) et en tenant compte

de I'égalité B, (x)= Q. (x), n=0, on trouve

(n—y)!
{(n+ 1)

Bn—v(x)’: V+IB;,+1(-\_)s Oévén.

Ensuite, en substituant dans la relation de récurrence (4.1) vérifiée par
{B,},>0, on obtient I'équation différentielle d'ordre d+ 1 vérifiée par

chaque polyndme B,{(x):

0
'j’—D‘”'B,,(x)—xBﬁ,(,\')+nB,,(x]=0, n=0.

(2) Par ailleurs, en vertu de I’égalité (2.2), on a facilement:

(="

n!

= D%, n>0.

D’ou Iéquation différentielle d’ordre d suivante vérifiée par %, (dans #'):

ﬂ()(_l)d

71 4! D%y —x%y=0.
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(3) Cette suite d-orthogonale “classique” est 'analogue des polynomes
d’Hermite. D’ou l'appellation: polyndmes d-orthogonaux de type Hermite.

(4) Lorsque d=1, y)=1, on retrouve les polyndmes orthogonaux
classiques d’Hermite.

(5) Lorsque d=2, on retrouve les polynémes 2-orthogonaux de type
Hermite [ 5, 6].

Pour cet exemple, les moments des fonctionnelles %, .., %, , sont
donnés par: pour %,:

(%)021,
(,},0 mm—1 d

(Z))ld+l)m: l " n l_[ ((d+1)n+v), mz=1,
(d') n=0 v=0

(“(f())(d+lbm+;l=O' Au:l"“* d’ ’7120'
et pour tout %, a=1,..,d—1:

(d+1)ym+2x\
o 0)(d+Hm*

(“([]a)ld+1)rrl+;l =(51./1 <
u=0,1,..d m=0.

En effet, d’aprés le Corollaire 3.1, les récurrences sur les moments des
fonctionnelles linéaires %, ..., #,_, sont données par le systéme suivant:

1 0 0 0
1 0 O ("(l)())m+l
m+1 (L)
O 0 d_l 0 (xl—l)m+l
’n+1 “(!)O)IN+Z
d
0
0 0 yom+1)
0 0 0 1 (2.,
10 0 0 (L)
o0 --- 00 (L 1)

0 0 1 0 (’%)l?7+l
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Soit:
r
( ’n'_{_ 1 ("(fl’m+l :("(/())m
2
’n+l(=(!)2)m+l:("(/}l)m
d—1
h'l+ 1 (°({)d l)m+l :(“(!ilwl)m
d
(“(1)0)m+2=("(lefl)m'

\ yim+1)

D’ou 'on obtient par récurrence:

(m+d)! m+d
(%)’71+d+1:}’(|) d' ’n' ("(fl))m=’y[|) d (“(/}())",q m?O.

Par conséquent, en changeant m — (d+ 1) m+y, on a les moments de la
fonctionnelle %,. Car, en vertu de la récurrence vérifiée par la suite
d-symétrique {B,},., on a: B, (x)=x" pour m=0, 1, .., d, donc:

("y)())m = <f-(f[]9 ‘\.m> = (5(). o m= 0, l, veny d.

Par ailleurs, a partir de la relation &, =((—1)"/n!)D"%, n=0, on
obtient les moments des autres fonctionnelles ¥, a=1, ..,d— 1, en fonc-
tion de ceux de %:

(—1

(Z)m:<:fg_,v\‘m>: ‘) <D‘1{’_(//U’-\.m>

X

m4 o
(") <t
o

+
=<’" a>(%)rr1—mq a:l,?_, o d— 1’ ’HZO.

X
soit en changeant m — (d+ 1)m+u, on a:

(d+1)ym+u+a
x

("(!;)(d-#l)m+,u=< ><n(/o’x(d+l)m+u ‘1>
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=<(d+l)m+,u+a

op
o )(“/(J)(1/+I)nl+/1———1

) (d+ 1Ym+2a
= a, it o

>("(/)0)(d+l)m*
u=0,1,...d m=0.
D’ou le résultat.

4.3. Les suites de polynémes associés

DEFINITION 4.3, On appelle la suite associée de {B,}, ., (relativement
a %), la suite {B'"}, ., définie par:

Bn+1('\’)_Bn+](i)>’ ’220'
x—¢

B:,] (x)y= <“(/{J~

Chaque B!''(x) est normalisé. On note par { £}, _, la suite duale de
{Bill)}’7>()'

ProrosiTioON 4.1 [13]. On a:
yill,:('\‘$l+])’$(;]’ ’7>0~ (47)

Remarque 4.2. Lorsque {B,},-, est d-orthogonale (relativement a
A=Yy, . L)), elle vérifie donc les récurrences:

d—1
) . . Ld—1-v .
Bm+¢/+l"‘>=('\ _/J)m+d) Bin-{»zl(’\)‘ f';11+d»—‘\'Blll+lf' 1*\'('\ )’ ”]20‘
v=1_0 (R])
0
yn+l ¢0‘ ’120’

avec les conditions initiales:
Byx)=1, Bix)=x—fyetsid=2:

n—2 P (RZ)
Bn"\.):‘"\‘_[)’nfl)anl(x)_ Z )‘{ Bn—?_fv('\.)» 2<n<d'
v=0

n-1-v
De méme, la suite {B'"}, _, vérifie la relation de récurrence:

B‘nlz)+d+ l('\.) = ‘x_ﬁm+d+l) Bi,::.,](\)

m+d—v+1"m+d-1

d-1
— Y oy B L), mz0, (R3)
v=20
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avec les conditions initiales:
B'(x)=1, Bl'(x)=x—f,etsid>2:

B(nl)(x):('\._ﬁu) B:llil{'\')_ Z‘-},d'l "B'nl)—Z—v‘X)’ 2<n<d'
v=0

n—y

Elle est donc d-orthogonale par rapport a A'"V'="(L\", .., £ ).

44.

ExeMPLE 2. Les polynémes d-orthogonaux auto-associés. Application
au cas d=2.

On considére maintenant une suite {B,},., de polynémes d-ortho-
gonaux auto-associée c’est-a-dire telle que:

B,(x)=B,(x), nz=0.
Alors, on a:
/j,,:/))[), nZO, }’:;+1=;v;” n?O pour Chaque ‘::O, ],’d_l

On ne traite ict que le cas d=2 [13].
Les égalités précédentes deviennent alors:

Bu=PBo:  Vaur=wit  Vee=p. 120
On peut toujours choisir #,=0 et y{=y# 0. On pose y, =a, donc:
Byx)=1, B,(x)=x, By(x)=x?—q,
B, Ax)=xB, J(x)—aB, (x)—yB,(x), n=0.
Cette suite {B,},-, auto-associée est 2-orthogonale “classique.” Car sa

suite des dérivées, .o, verifie aussi une récurrence d’ordre trois:
nfnz

, 2
Q()('\'): 1, Q](X)=.\', QZ(,\‘):_\"'_—;‘
(n+2)(n+3)

Qn+3('\‘) ZXQ"+2(X) -« (n + 3)(" ‘+‘4)

Qn + ](’X)

(n+1)n+6

) )
o (n+3)(n_+_4) Qn(-\)v n>=0.

Donc 2-orthogonale.
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Remarque 4.3. Lorsque a=0, la suite est 2-symétrique. Dans ce cas
les {B,},50 sont les polynémes 2-orthogonaux de type Tchebychev de
deuxiéme espéce.

Léquation fonctionnelle caractérisant la suite {B,} ., est:

YA+ D(dA)=0,

0 1
. fib) < o(X) 45(')(-\‘))
ouAd= R Yix)= : et d(x)= .
<y, =2, = =g gl
i 7
o 3 1 o
avec ¢8(\)=6—y.r+5, po(x)= ;\—a,
s 2 ll 3
$0(x) = —i_v'—SL.\‘ 3a ) _ Mo 327 9

2 Q—‘ >+ 7+_.
Sy 1027 10y 10y T 10p27 5

Voir [6] (§6) pour les formules de calcul des coefficients de ces polyndmes.
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