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We give a characterization of "classical" d-orthogonal polynomials through a
vectorial functional equation. A sequence of monic polynomials {B,,} ,,? 0 is called
d-simultaneous orthogonal or simply d-orthogonal if it fulfils (he following d + 1-s(
order recurrence relation:

d-'
Bm + d+ dx) = (x -11m + dl 8 m +d(X) - L j'~I'+ld__\;.Bm + d-I __ Ax).

\' =0

11l~0,

with the initial conditions

fBO(.X) = I, B,(xl=x-fin

lB,,(X)=(X-fJ,,_,)B,,_,(X)~

m~O

and if d~2:

n-2

L r:;=: _:B,,_,_ ,.(x),

l' = n

Denoting by 12;.},,? n the dual sequence of 1B,,} ""n, defined by <:I',,, B",>= ,)". ""

/I, m ~ 0, then the sequence {O" f"" n is d-orthogonal if and only if

{ <.!f~'X"'B..(X).>=O, 1I~l1ld+ex+l,

<2'"x"'B"'d+'(x» #0, 11l~0,

11l~0,

for any integer ex with 0,," ex "" d - I. Now, the d-orthogonal sequence {B,,},,? n is
called "classical" if it satisfies the Hahn's property, that is, the sequence {Q,,} ""n
is also d-orthogonal where Q,,( x) = (II + I 1-' B:>+ ,( x I, II ~ 0 is the monic derivative.
If ,1 denotes the vector '( Yi" 2'" ... , 2'd_ I)' the main result is the following: the
d-orlhogonaJ sequence iB,,} ,," II is "classical" if and only if, there exist two d x d
polynomial matrices 'JI=(!/J, .. I')' <1>=(1),.,,), deg!/J,.. I'''" L deg 1>,.",,"Z such that

'JI/1+D(<1>,I)=0

with conditions about regularity (see below). Moreover, some examples are
given. j 19l.)) Academic Pre-55, Inc
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1. INTRODUCTION

Soit {BIIL ~ 0 une suite de polynomes normalises (B III x) = x" + ... )et :f
une forme lineaire. La suite {B II } II ~ 0 est dite orthogonale relativement a :f
si pour tout entiers m et n, on a:

(2J
, B,,(x) B,..(x) =0,

(:.t, B~(x) #0,

m#n,

11 ~ 0,

n,m~O,

OU ( , ) est Ie crochet de dualite entre ;/f> et ;/,P' (;/f> est l'espace vectoriel
des polynomes sur C, ;/f>' son dual algebrique). Une telle suite est carac­
terisee par Ie fait qu'elle verifie une relation de recurrence d'ordre deux. Elle
est dite classique si la suite des polynomes derivees est elle-meme
orthogonale [8, 9].

Les recurrences d'ordre superieur adeux interviennent dans la definition des
fractions continues generalisees [4]. En particulier, les recurrences d'ordre
superieur a deux verifiees par des suites de polynomes interviennent dans la
definition des approximants de Pade vectoriels [ 14] ou simultanes [3].

Les polynomes orthogonaux de dimension d [10] appeles ici simplement
d-orthogonaux, ou dits vectoriellement orthogonaux dans [14] a propos
de la recherche des approximants de Pade (vectoriels) de d series formelies
simultanees, sont definis par une orthogonalite par rapport a d formes
lineaires. Cette notion de d-orthogonalite ainsi que la I/d-orthogonalite [ I ]
apparaissent comme des cas particuliers de la notion de biorthogonalite
etudiee dans [2] et c'est rune des fa<;ons, parmi l'infinite decrite dans [3],
qui permet de caracteriser la suite orthogonale par une relation de
recurrence d'ordre d + I, d'un type particulier, generalisant de maniere
naturelle celie d'ordre deux de l'orthogonalite habituelle, obtenue pour
d=l [10,14,15].

On peut done, par analogie, definir les suites d-orthogonales "classi­
ques," comme celles dont 1a suite des polynomes derives verifie aussi une
relation de recurrence d'ordre d+ 1 [5,6].

Cette notion de polynomes d-orthogonaux "c1assiques" generalise d'une
fa<;on naturelle les families de polynomes orthogonaux classiques: Hermite,
Laguerre, Bessel et Jacobi obtenus lorsque d = I et qui sont caracterises par
l'equation fonctionnelle [7, II, 12]:

l{!:.t + D(¢i:.t) = 0, (8)

avec t/J et ¢> deux polynomes verifiant: deg t/J = I, deg ¢> ~ 2 et t/J' - ~¢>"n # 0,
11~ lou D est I'operateur de derivation defini par dualite: (D:f,p(x) =
- (:.t,p'(x), VpE2fJ et de meme Ie produit agauche d'une forme par un
polynome: (f(x):f, pix) >= (:.t, fIx) pIx) >, Vp, f E .0/.
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Nous demontrons ici que les polynomes d-orthogonaux "c1assiques" sont
aussi caracterises par une equation fonctionnelle vectorielle du type (IJ):

'PA + D( cPA) = 0,

OU 'P, cP sont deux matrices d x d de polynomes dont on preClsera les
degres ulterieurement et A est la fonctionnelle vectorielle par rapport a
laquelle la suite de polynomes est d-orthogonale.

Nous donnons ensuite quelques exemples de suites d-orthogonales
"c1assiques" (d ~ 2). Pour d'autres exemples, voir [I, 5, 6, 13].

2. RAPPELS DES DEFINITIONS ET REsuLTATs FONDAMENTAUX

DEFINITION 2.1. A une suite quelconque de polynomes normalises
{B//}//;;,o, on peut toujours associer une suite duale (base duale) {..'I;,},,;;,o,
..'1;, EO .'!fJ', n ~ 0, definie par:

<.Y;" BII/(:f) =b//. III , n, 111 ~ O.

LEMME 2.1 [10]. Soit!i' EO:f et soit p ~ 1 un entier. Pour que !i' verifie:

<::t', B//(x) = 0,

<::t', Bp_dx) #0.

n ~ p,

II faut et il suffit qu'il existe Av EO C, 0 ~ v ~ p - I, }.p _ I # 0 tels que:

p-- 1

(£I _ " ' (£I
.;z - ~ Av...,z·v.

v=o
(2. I)

PROPOSITION 2.1 [10]. Si {.2;,}";,,o est la suite duale de la suite
{Q//}//;;,o des deril'ees de {B//}//;;,o, defillie par Q//(x)=(I/n+ I)DBn+l(x),
alors on a:

avec <Dll,p(x) = -<ll,p'(x), 'ipE;'!fJ.

11 ~ 0, (2.2)

DEFINITION 2.2. Soit r I, r 2
, ... , r d (d ~ I) d formes lineaires scalaires

d6finies de :'!fJ dans C et soit {B//} /I;;' 0 une suite de polynomes normalises.
On dit que la suite {B//} //;;, 0 est orthogonale de dimension d ou simple­

ment d-orthogonale par rapport a r= l(r l
, r 2

, ... , r d
) lorsqu'elle verifie

[14 ]:
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<ro., x"'Bn(x) =0,

<rx,X"'BmdH I(X) #0,

n ):md+ rx,

m ):0,

m ):0, (2.3)

(2.4)

pour chaque I :::;; rx:::;; d.

La fonctionnelle vectorielle rest definie de '0/ dans Cd par:

T(p(x)) = I( <r l
, pIx)~, ..., <r d

, p(x)), Vp E .0/.

En particulier, pour p( x) = x", n): 0, on a:

r(x") = '( <r l
, x"), ..., <r d

, x n »)
= '(r}" ..., r;~)

ou r;; = <r", x"), I:::;; I' :::;; d, n): 0, est Ie moment d'ordre n de la forme
lineaire scalaire r'.

DEFINITION 2.3. On dit que la fonctionnelle vectorielle rest reguliere
s'il existe une suite {B"},, ~ () verifiant (2.3) et (2.4).

Remarques 2.1. (a) Les inegalites (2.4) representant les conditions de
regularite donnees dans [ 10] et qui sont equivalentes acelles donnees dans
[3J, Eq. 18, p. 78, ou bien a l'Eq. (2), p. 142 de [16].

(b) D'apres Ie Lemme 2.1, on a: ro.=L.::6),~.!!'", )'~_I#O,

1 :::;;rx:::;;d, c'esHl-dire de fa~on equivalente: ~=I~~\ r~T', r:+ 1 #0,
O:::;;I':::;;d-1.

Done, la suite {Bn }" ~ 0 est aussi d-orthogonale par rapport a A =

'(:i'o, ..,2"d_I)·
Par consequent, dans tout ce qui suit, on utilisera la fonctionnelle

(canonique) A.

THEOIU:ME 2.1 [10]. Avec les notations prcCt?dentes, on a les equiva­
lences suivantes:

(a) La suite {B"},, ~ 0 verifie tine relation de recurrence d'ordre d + 1
(d): 1):

d-l
"d-l-vB ()

- ~ ,,'m+d-v m+d-I-\-' x.,
\1=0

m ):0, (Rl )
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avec les conditions initiales:

{

BOe).:) = 1, Bl(x) = x - Po et si d~ 2:
11-2

B,,(x)=(x-P,, __ dB,,_d x )- I }'~:::::-~,B"_2_v(X),
v=o

181

(R2)
2 ~n~d,

avec )'~, + 1 *0, m ~°(conditions de f('gularite).

(b) La suite {B,,},,;,o est d-orthogonale par rapport iJ A=

'(2"0' ... , Yd-Il·

(c) Pour chaque (n, v), n? 0, °~ l' ~ d - 1, il existe d polynomes
N' (n, 1'), O~,u ~d - 1, tels que:

et verifiant

d 1

!f,'d+v = I 1\/' (n, v) ~"
p =0

n~O, 0~v~d-1, (2.5 )

deg N' (n,l-I) =11,

deg N' (n, v) ~n,

degN'(n,v)~11-1,

°~ 1-1 ~ d - 1, et si d? 2:

°~ 1-1 ~ v-I si 1~ I' ~ d - 1

v+1~,u~d-1riO~l'~d-2.

Remarque 2.2. Si on ecrit AI'(n,,u) = .L;'~ 0 r;:. ;x i
, avec r~;." (coetf. de

x") *0, n ~ 0, car deg AI'(I1,,u) = n, a1ors: r~;." = (n~:(~ "?d+Jl+ I) -I, n? 1;
r~_ 0 = 1.

En etfet, d'apres la relation (2.5), on a:

,u = 0, 1, ... , d - 1; n ~ 0,

d'ou r~;." = 1/(~"x"B"d+,,(x) = (n:~:(\)I~d+II+I)-I, n ~ 1; r~;.o

l/<~" B,,(x) = I.

DEFINITION 2.4. Soit d et s deux entiers non nu1s et soit Y E pj>'. On dit que
1a suite {B Il } ,,;,0 est strictement sld-orthogonale par rapport aY si elle verifie:

(!fl, Bm(x) B,,(x» =0,

(!fl, Bm(x) Bmd+,-_I(X» *0,

l1?md+s, m?O,

m~O.
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Remarque 2.3. Si la suite {B"},, '" ° est d-orthogonale par rapport a
A=I(YO, ...,Y,'_l)' alors elle est (!X+I)/d-orthogonale par rapport a la
forme Iineaire Y", 0::::; IX::::; d - I, et reciproquement.

THEOREME 2.2 [10], Pour chaque suite {BII } 11 '" 0 d-orthogonale par
rapport a la fonctionne/le A = '(!.Fa, ... , Y d _ 1) les enonces .I'uivants sont
equivalents:

(a) 1/ existe Y E ,'1" et ,\' ~ 1 entia tels que:

<Y, BII(x) =0, n~s,

<y, B"_I(X) #0.

(b) 1/ existe Y E;"Jj", s ~ I et d polynomes ¢", O::::;IX::::; d - I tels que:
.P =L:;: b¢"Y" avec les proprietes suivantes: .I'i s - I = qd + r, 0::::; r::::; d - 1,
on a:

deg If =q,

deg ¢"::::; q,

deg ¢'X::::; q -1,

o::::; I' ::::; d - 1, et si d ~ 2:

0::::; IX ::::; I' - 1 si 1 ::::; r ::::; d - 1,

(c) l/ existe Y E .0/' et s ~ 1 entier tels que la suite {BilL", () soil
strictement s/d-orthogonale par rapport cl Y.

3. EQUATION FONCTIONNELLE VECTORIELLE

Considerons une suite de polynomes normalises {B II } 11 '" 0 d-orthogonale
(d~l) par rapport a A='(~, ... ,!f',,_tl, dont la suite des derivees
{QII} ,,'" 0' detinie par Q,,( x) = (n + 1) -I B;, + 1(x), n ~ 0, est aussi d-orthogo­
nale relativement aA= '( ~)' ... , !id_ I)'

DEFINITION 3.1. La suite {BII}"",o est dite alors d-orthogonale
"classique."

TmOREME 3.1. Avec les hypotheses precedentes, les dew..' enonces
suivants sont equivalents:

(a) La suite {B"}II"'o est d-orthogonale "c/assique."

(b) La fonctionne//e A verifie !'equation fonctionne/le vectorie//e
suivante:

'PA+D(cPA)=O, (3.1 )
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all P et (/J sont dellx matrices d x d de polymhnes:

183

0 I 0 0

0 0 2 0

P(x)=

0 0 ° d-I

ljJ(x) C (2 (,d I

(3.2)

avec IjJ est lin polymime de degre I; (I" I ~ Jl ~ d - I, sonl des conslantes;

(

¢g(x) ¢b(xl
. .. .

(/J(x) = o' I .
¢d_2(X) ¢d_2(X)

¢~;_I(X) ¢,~_ I(X)

avec ¢ ~ sont des polynomes leIs que:

(3.3 )

deg¢~ ~ I,

deg ¢~ = 0,

°~ \' ~ X + I si 0 ~ x ~ d - 2,

x + 2 ~ v ~ d - I si °~ x ~ d - 3,

deg ¢~ I ~ 2 et deg ¢:~ 1 ~ I, I~\'~d-1.

De pIllS, si: ljJ(x)=elx+eo, ¢~ I(X)=C2X2+CIX+CO' ifi~+l(X)=

k, x + I" x = 0, ..., d - 2, alars:

x+1
k,¥---,

m+1

m ~ 0, e l ¥-O,

m ~°pour chaque °~ x ~ d - 2.

(3.4)

(3.5 )

Dhnonstration. Pour d = 1, la demonstration est faite dans [7]. Et,
dans un cadre plus general, dans [II, 12].

Supposons d ~ 2.
La demonstration de ce theoreme se fait selon Ie plan suivant:

I. (a)=(bl:

(i) (a) = (3.1 )-(3.3);

(ii ) (a) = (3.4), (3.5 ).

II. (b)=(a):

(i) (3.1 )-( 3.3) = I'orthogonalite des derivees;

(ii) (3.4), (3.5) = la regularite.
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(l.i): (a) =:> (3.1 H 3.3). D'apres la Proposition 2.1, on a en particulier:

D'oll

D!l,= -(I'+I)!£,.+I' I' = 0, I, ..., d - 1.

(3.6)

D'autre part, la relation (2.5) permet d'exprimer dYd en fonction de
!Ii), .'" !I~, I'

d--I

dYd= 1jJ!£o + L (,,!I~,.
II = I

En efIet, de (2.5), pour n = I et I' = 0, on a: ~,= r..;:: ~ N' (1, 0) .!fl", ou
/\

0 (1,0) est un polynome de degre un, et /\ I' (1,0), 1 ~/I ~ d - 1, sont des
constantes. Done d!f" = r..~: ~ d N' (1,0) 2'". D'ou ljJ( x) = d /\°(1, O)(x)
(de degre 1), et (,I = d N' (1,0), 1~ j./ ~ d - 1 (des constantes).

Si on pose /\°(1,0)(x)=m 1x+mo, N'(1,O)=s,t' 1~j./~d-l, alors,
en appliquant successivement la forme Iineaire !I~I a BlI(x), n = 1, ... , d,
compte tenu des recurrences (R 1) et (R2), on obtient facilement Ie systeme
suivant:

D'ou I'on a immediatemment:

II = 1, "" d - I;

1110 = - fJoh'~ et

Par consequant, si ljJ(x)=e 1x+co, alors: cl=dl11l=d/Y~i=O et
Co = 111 0 = - (df3o/'/~)' Done ljJ(x) = (d/)'~) EI(x) et (I' = - (d}'t-I'/y~),
j./=I, ... ,d-l.

Finalement, l'equation (3.6) s'ecrit:

° 1 0 0

( D~, ) ° ° 2 0

( Y" )D.5", =_ .5"1

D!ld_1
0 ° ° d-l .5"~_ I '

ljJ(x) (I (2 (d I
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soit

ou Pest la matrice (3.2). Avec, pour toutfe1/':

185

(3.7)

PAU(x) =

<~, f(x)

2 <:.1'2' f( x ))

d--I

<lj;(x) !!;), f(x) + I '1'< y~" f(x)
Jl = 1

Par ailleurs, en derivant la relation de recurrence (R I) verifiee par
{B Il } II ~ 0 et en changeant m ----> m + I on a, pour tout 11/? 0:

Em +d+ I(X) = (m + d + 2) Qm+d+ I(X) - (m + d + I)(x - fJm+d+ I) Qm+d(X)

d-I

+ I (m+d-v)}'~,::,ld~vl_vQm+dl_"(X),
'1.'=0

(3.8)

Ensuite, comme {Q"},, ~ 0 est aussi d-orthogonale donc verifie egalement
une relation de recurrence d'ordre d+ I (du type (RI )):

d-I

Qm+d+I(X)=(X-Pm+d)Qm+d(X)- I y~,~ld \.Q/II+d I )X),
1,=0

m?O.

Ce qui donne, en formant Bm + d + I(X) + (m + d + I) Qm+d+ I(X), pour tout
m?O:

d- 1

+"\' [(m+d-I')"d I-vL Im+d+l-v
\,=0

(3.9)
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D'une maniere analogue, en utilisant les conditions initiales (relations de
recurrence (R2)) verifiees par les suites {BII } II;' 0 et {QII} II;' 0 on obtient
aussl:

Bo(x) = Qo(x) = 1,

BI(x) = QI(X) + (PI - Po) Qo(x),

et si d ~ 2, on a pour tout 2 :( n :( d:

B,,(x)=Q,,(x)+n(ji,,-PII \) QII_\(X)
u-2

+ I [( n - 1 - II) )':~ =), - II - ny~
It =0

De (3.9), on obtient pour chaque O:(x:(d-1:

1-//] Q
I-)i 11

(3.9)bis

<!i~, BII(x) =0, n ~d+ 2 +:x,

Et de (3.9)bis, on a aussi pour chaque 0:( :x:( d - 1:

<!i~, B)x) =0,

<!i~, B,(x) = 1.

Done, il existe IX:( t, :( d + I +:x tel que:

<2" BII(x) =0,

<2" B,,(x) #0.

O:(n:(:x-I,

n?f,+l,

Par consequent, d'apres Ie Theoreme 2.2., il existe d polyn6mes ¢:'
O~v~d-l, tels que:

£1-1

!i~= I ¢:Y... avec, si f,=q,d+"" O~r,~d-1:
v ~ 0

(3.10)

deg ¢~:( q"

r, + 1:( v ~ d - I si 0:( r,:( d - 2.

Puisque :x ~ t, ~ d + I +:x, 0 ~ IX ~ d - 1, on est amene alors adistinguer les
differents cas suivants:
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(i) O~x~d-2, d'ou a~t~~x+d+I <2d. Par consequent: O~

q~~ 1. Si q~=O, on a oc~r~. Si q~= I, on a r~~x+ 1.

(ii) oc=d-I, done d-I ~td_l ~2d, d'ou O~qd I ~2. Si qd-I =0,
on a rd -- l = d - 1 et si qd-l = 2 , on a rd_ 1= O.

Done qd- 1= 2 est realise seulement lorsque t d 1= 2d, i.e. que seul Ie
polynorne t/J~ _I est de degre ~ 2. La relation (3.10) s'ecrit alors sous la
forme rnatricielle suivante:

A= cPA,

ou A = I( :!;), ... , Y,,- I ), /1 = I( 2~H ..., 2;,- I) et cP est la rnatrice (3.3).

(3.11)

cPA(j"(x)) =

d-I

I <t/J;;(x) :f", f(x)
)'=()

d 1

L <t/J ~; _I ( x) !f.. ,.f( x ) )
v=o

Des deux relations (3.7) et (3.11) on a facilement (3.1).

(I.ii): (a) ==> (3.4), (3.5). Montrons rnaintenant que, si on eerit:

puisque degr/J~+I~I, O~oc~d-2;

on a necessairement les deux conditions (3.4) et (3.5).
En effet, de (3.8), on peut ecrire pour tout m ~ 0:

(/11 + d+ 1) XQm+d(x) = (/11 + d + 2) Qm+d+ dx)

d-I

+ L (m+d~\'h';;,~ld-/I_ .. Qm+d_1 .,(x).
v = 0
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D'ou, pour m ---> md + a, m? 0, 1 ~ CI. ~ d - 1, on a:

( (m + I )d + a + 1) x QIfJI + 1Id + ~( X )

=((m+l)d+0:+2)QlfJI+'ld+>+I(x)

+ ((m + I) d + 0: + 1) fJlm+ l) d+ox + J Q(fJI + J) d+ ~(x)

d I

-BII,,+I)d+,,+I(X)+ L ((m+l)d+o:-l')
v=o

Par suite:

((111 + 1) d + a + 1)<!lx, x fJI
+ 1QlfJI + 11.1+ Ax»

= ((111 + I) d+ 0: + 2)< 2'", xfJIQ(fJI+ I)d+~+ I(X)

+ ((m + 1) d + 0: + 1) (J(fJI + 1\ J+ "'+ \ < !f"" XfJIQlfJI + \) J+ ~(.x)

d-l

+ L ((m+l)d+O:-I')d",~I-I~/+OX+I_v<2'~,QlfJI+lldH--v_dx).
~'=o

Or par hypothese, la suite {Q,,} ,,?o est d-orthogonale par rapport a la
fonetionnelle A= '(!it, ... , 2'd_ I)' done:

((m+ l)d+o:+ 1)(2'",X",+IQI"'+IIJ+ox(X)

= -<2'~,BlfJI+I)J+"+I(X)

+ (mtl + a + 1) Y;:'d+ox + 2< ii'", x"'Q,,((/+ ~(x).

Mais: !lox = L~/~6 r/J~!fl." 0 ~ (u':; d - 1.
Done

d-l

= - L <2"v,r/J~(x)x"'B(",+Jld+OX+I(X)
~'= ()

+ ,0 <w mB' ( )lmd+!:t.+2 ,,-z':J..~ X md+oc+ \ X .

.1--1

= - L <2"v,<p~(x)x"'Blm+I)J+>+l(X)
v=o

+ ,0 <(7) (.mB ())' "'} md + 'l. + 2. ~. 'X ,~, md + -':1. + I X - nlX
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soit

((m + 1) d + x + 1)<2'", x"'+ IQI",+ I Jdh(X)

d-l
-IW'o '\ <w A,V( x') ,,,,-IB ( ')

l md + :z + 2 ~ cL )" 'P 'X _.X md + ex. + I .\

l'=O

d- I

- L <Y;,rP~(X)X"'BI"'+lld+>+I(X)
v=()

- Y::'d+" + 2< DliJ" , X"'B"'d+" + dX)

ou bien, d'apres Ia relation (2.2) et pour chaque 0 ~ x ~ d - I:

((m + 1) d + x + 1)< 9" x'" + IQI", + IldH(X)

d-I

-ml'~"I+'+2 L: <2~, rP~(x) x"'-IB""I+,+ I(X)
\' =0

d-I

- L <2'v,rP~(x)X"'BI"'+lld+>+dx)
\t=()

+ (ex + 1) )'::'d+ ,,+ 2< 2', + I' x"'Bl/ld+ ,+ I(X),

ou encore: pour x = 0, 1, ... , d - 2:

((m + 1) d + x + 1)< 2'", x'" + I QI'" + II d+ ,(x) >
- <2', + 1 , rP ~ + 1(x) x",B I", + I I d + , + 1(x) )

+ (x + 1) Y::'d+"+ 2< 2', + l' x"'B"'d+'+ I(X)

- mY::,d+, + 2< 2'" + I' 1J~ + I(X) x",- IB"'d+" + I(X),

Done, si rP~+ I(X) = k"x + f" alors:

((m + 1) d + x + 1)< if" x", + IQ/m + II dH(x)

- k,< 2',+ I' x"'+ 1B1",+ Ild+,+ \(X)

- fIlY?'"J+, +l k ,<!£" + I' x"'Bmd +, + \(X)

+ (x + 1) Y::,d + , + 2<2~ + I ' x",B",d + , + I ( X)) .

Mais:

<~ + I ' x'" + I B1", + I) d+ ,+ I (X l) = Y::"I + , + 2<2~ + 1, x",Bft",+, + I (X) ).

189
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Done, pour tout In ~ 0:

((m + I) d +:x + 1)< 2'" X/I/+ IQIIII+ IltI+,(X)

= (:x + 1 - (m + I) kx)<!1~+ I' X/I/ + IBit" + II tI+x + dX) #- O.

ce qui implique que: kx#-(O(+ I)/(m+ I) (condition (3.5)).

Et, pour 0( = d-I:

((m + I) d+d)<!£" I' XIII + IQ(III+ Ild+tI- I(X)

= - <2';), 4>~j I(X) XIII B1111 + IltI+d(X)

- ml'~",+ tI+ 1< 2';), </J:j _I( x) x
lll

- IB llltI + d(X)

+ dy;:",+tI+ 1< !I~, x'''BllltI+tI(x).

Mais: d~, = l/J 2';) + L;~ ~ \(II ~I avec deg l/J = I, done:

(m + 2) d< !£,I __ \' XIII + IQ\III+ \) d+d \(x)

= - <!I~), </J~- I(X) xIIIBII1I+21t1(X)

-m;'~)11I+1)d+l<2;), </J:;_t(x) x l1I
IBIIII+I.ld(X)

+ ;';)111 + I) d+ 1< 2;), ljJ(x) x
I1I

B II1I + IltI(X).

Si ¢~ 1(X)=C2X 2+C I X+CO' IjJ(J:)=e l x+eo, alors:

(m + 2) d < !£" _I' x
l1I

+ I Q 1m + II d+ d _I(X»

=c2<2~}, XIII+2BIIII+2Id(X)

-In)':)111 + I} d+ I C2< 2;), x/I/ + IB IIII + IltI(X)

(m +2) d< !l;,- I' XIII + I Q(III + II tI+ d- I(x)

= {e 1 - (I + m) C2} <2"0' xlll+2Blm+2Id(X) # 0, m ~ O.

C'est la condition (3.4).

(Ilj): (3.1 )-( 3.3) = l'orthogonalite des derivees. II suffit de montrer que
la suite des derivees, {Q,J II ~ 0' est aussi d-orthogonale par rapport a la
fonetionnelle cPA.

En dTet, par hypothese la fonctionnelle vectorielle A verifie l'equation
• _ -_. -_1 -I -ti(3.1). lJ'A+D(cPA)-O. On pose r-cPA avee r- (r , ...,r). Done

1" = L~:6 4>~- I ~, 0( = I, ... , d, OU 4>;;, 0":;; v":;; d - I, 0,,:;; Jl ,,:;; d - I, sont les
polynomes de la matriee cP.
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En terme d'applieation de fonetionnelles lineaires sealaires, l'equation
(3.1 ) se traduit par:

'PA(p(x)) + D(cPA )(p(x)) = 0, VPEP, (3.1 ibis

a vee tpA (p( x)) =

<.51'[, p( x) )

2 <!Ii, p( x ))

(d - 1)<.5I'd _ 1 , p(x)
d-I

<ljJ(x) .51'0' p(x) + I: (/51;" p(x)
/1=1

D'ou, pour tout P E ;eJ;>, on peut eerire, compte tenu de \'equation (3.1 )bis:

{

<1'\ p'(X) = 'X< .!f" pix) ),'X = I, ... , d - I,
d- [ (3.12)

< I'd, p'(X) = <2~), ljJ(x) p(x) + I(~I (1'< 2;" p(x).

Montrons done que la suite {Q,,},,;;,o, Q,,(.\·)=(l/n+l)DBfl+l(x), est
d-orthogonale par rapport a 1', e'est-a-dire pour tout 1~ 'X ~ d:

{
<~" x"'Q,,(x) = 0, n ~ md + 0:, m ~ 0, (3.13)
<Fe" X"'Q"'d+>_ dxl) #0, m ~O.

Dans (3.12) et pour p( x) = x'" B" + I( x), n, m ~ 0, on obtient apres develop­
pement: pour 0:= I, ... , d-I:

(n + 1)< 1", x"'Q,,(x) = 'X< 2" x"'B" + I(X) - m< 1", x'" - IB,,+ [(x)

(3.14 )

et pour 0: = d:

(n+ 1)<fd,x"'Q,,(x)

= <.!fa, x"'ljJ(x) B" + I(X) - m< I'd, x"'-IB,,+ [(x)

64082 :2-2

d-[

+ L (fl<2;" xmBfl+I(X).
It = I

(3.15 )
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Ensuite, de (3.14), on a:

DOVAK AND MARONI

d-I
<I'~,xt>l-IBlI+l(X)=L <2"v,ep:_,(x)xm- 1B lI + l (x)

"'=0

= L <2'~" ep:_,(x) xm-1B,,+ I(X)
v = 0

d 1

+ I <2"v,ep:_I(x)xt>l- I B,,+,(x).
v=,:x+ l

Par hypothese: deg ep: _ , ,;;; 1 si 0 ,;;; II ,;;; ex et done:

si n + 1 ? md + v + 1, m ? 1,

a fortiori si n? md + ex et si ex';;; d - 2.
Les polynomes ep: _, sont des eonstantes pour ex + 1 ,;;; v';;; d - 1 et done:

si n + 1 ? (m - 1) d + v + 1, m ? I,

a fortiori si n ?md- 1, m? 1. Done <I'oc, xm-1B,,+ ,(x) = 0, n ?md + a,

m? 1, 1 ';;;a';;;d-l, puisque, par hypothese: <z., xt>lB,,+I(x) =0,
n?md+a, m?O. On a bien: <I'\xt>lQlI(x) =0, n?md+a, m?O,
I';;;a';;;d-l.

Ensuite, montrons que: <I'd, x mQ 11( x) = 0, 11? md + d, m? O. D'apres
I'hypothese: oeo, lj;(x) xt>lBn+ I(X) = 0, n? md + d, m? O. Et pour ehaque
1 ,;;; IJ ,;;; d - 1: <~" x

m B" + 1(x) = 0, si n + 1 ? md + Ii + 1, m? 0, a fortiori
pour n?md+d, m?O.

Entin, on a:

J-I

<I'd, xt>l-IB,,+ I(X) = L <..<e", epd-l(X) xt>l-IB,,+ I(X)
v=o

d-l

+ I <2;" epd_I(X) xt>l-IB,,+I(X),
v=l

ou degep3_1,;;;2 et degepd_I,;;;I, l';;;v';;;d-1 selon l'hypothese. II en
resulte: <I'd, xt>I - 1B" + 1(x)>= 0, n? md + d, m? 1.

(II.ii): (3.4), (3.5)=la regularite. Montrons maintenant que:
<I'~,XmQt>ld+>_I(X)*O, m?O, a=I, ... ,d. Dans (3.12) en posant
p(x) = XmBt>ld+ oc(x), m?O, on obtient apres developpement: pour
a = 1, ..., d - 1:
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(md+ a)< 1'" X"'Q",dH_l(X»

= ex< !f~, X"'B"'d+ ~(X» - m< to., x'" -I B"'d+'(X)
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d-I
= lX<~, X"'B"'d+,(X» - m I 0;;" x"'- I¢J~ I(X) B"'d+x(X) (3.16)

11=0

et pour ex = d:

(md+d)<t
d
, x"'Qmd+d-I(X)

d- I

= <Sfo, x"'ljJ(x) B l1ld + d(X» + I C<50" X
I1l

B"'d+d(X»
p=1

(3.17 )

On ecrit (3.16) sous la forme:

(md + a)< T', X"'Q"'d+o.- dX»

,-I

= -m I <-:;;" x'" l¢i~_I(X) B"'d+'(X»
p =0

d-I

- m I <50" x"'- l¢i~ _ I(X) B l1ldH(X),
p=::t+1

soit (md + ex) < to., X"'Ql1ld+~_I(X) = <!f~, (ax - m¢i:_I(x) x'" - I B md + x

(x), puisque deg4'~ I~I, O~fl~ex et deg¢iI~_I=O,ex+l~fl~d-1.

Ecrivant ¢i: _1(x) = k ~ I X + I~ _ I' 1~ ex ~ d - I, on a:

(md+(1.)<t', xmQmd+x_I(X)

m~O.

Donc (md+a)<t"x"'Q"'d+~_I(X»=lO.Car, d'apres (3.5) k~_I=la/m,
m~l, l~a.~d-I et par hypothese: <Y~,X"'Bl1ld+,(X»=lO, m~O,

O~a.~d-l.

Entin, de (3.17), on a:

d-I

=<Y~),x"'IjJ(X)BI"'+I)d(X)+I C,<50"x"'B1",+lld(X)
Jl= 1

d-I
-In I Of."XI1l-I¢J~_l(X)BI"'+lld(X»

v=o
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car deg ¢J3-, :s:; 2 et deg ¢J~-I :s:; I, I:s:; I':S:; d- I. Done, en eerivant
!/J(x)=elx+eO, r/J~:_I(X)=C2X2+CIX+CO' on obtient:

(m + I) d< td, xmQ",,/+d_I(X) = <:1'0' (e l - mc2) x m+ I B 1m + Iit/(X)

=(el-mc2)<:fcI, xm+IBrm+lld(X) #0,

puisque par hypothese <~, x m + I B(m + I I d(X) # 0 et, d'apres la condition
(3.4), c2#e l /m¢>el-mc2#0, m~ I.

La suite {Qn} n;;, 0 verifie alors (3.13), elle est done d-orthogonale par
rapport a la fonetionnelle t= <PA. Et, d'apres la Remarque 2.1, elle l'est
aussi par rapport aJ = '(2';1' ... , 2':/_ d·

La suite {Bn },,;;, 0 est done d-orthogonale "c1assique." D'ou Ie resultat.

COROLLAIRE 3.1. Les recurrences sur les moments des fonctionnelles
lineaires scalaires Sfo, ..., ff'./-I sont donnees par Ie systhne suivant:

o
I

---k
m + 1 0

o

o

o

o

d-I
m+l- k

"-2 °
(d-l _r/J"-I'
m+ 1 d-I

x

(:fcl)m+ I

(Sfl)m + I

(Sf"-I)m+l

(:fc))m+2

r/J3-2(0)

¢?J_I(O)

¢~=~(O) 0

¢~=:(O) 0

(Sft/-')m

(20 )m + 1

ou (~')m=<~, x m), m ~ 0, est Ie moment d'ordre m de lafonctionnelle Sfv,

O:s:;v:s:;d-l.

Demonstration. A partir de la relation (3.12), on a:
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d-l

(x+ 1)<.'.fx+l'P) - I: <g:, 1J:p') =0,
v=o

IX = 0, ... , d - 2,

d-I d-I

<5f'o, ljJp) + L: C<g:,p) - I: <g:., 1J;;-lP') =0.
)/=1 1'=0

'tip E ;Y>.

En particulier pour p( x) = x'" + I on a les recurrences pour les moments
des fonctionnelies lineaires!fa, ... , !!;,_ I :

(i) pour x =0, I, ... , d-2:

(x + 1 - (m + I) k,) < .'.fx+ I , x'" + 1 ) - (m + 1) I: 1J~' < g:, x'" + 1 )

\,=0

d-l

- (m + 1) I: c/>~(O)< g:" x"') = 0,
\,=0

(ii) et pouroc = d - 1:

d-l

(e I - (m + 1) c2) <~, x'" + 2) + eo<~), x'" + I ) + I: (,.<..sP", x'" + I )

1'=]

d-l

- (m + I) I: c/>~_1(0)<g:" x"'+ 1)
\' =0

Ii -I

- (m + I) L: c/>~_I(O)< g:" x"') = O.
,,=0

D'ou Ie systeme suivant:

o o

o

o

o

o

e 1
---('2
m+I

x

<!fa, x"'+ I)

<i';, x'" + 1)

<.'.f" _1 , x'" + I )

<.st;), x", + 2 )
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0 0 I (yO, x nJ
)

</Jg( 0) </J~- 1(0) 0 <2!}> x m
)

</J~- 2(0) cP~=i(O) 0 <!Ed_I' X
m

)

</J~- ,(0) 1>~= :(0) 0 <Yo, X nJ + I)

Ce qui donne Ie resuitat.

4. EXEMPLES

Nous donnons dans ee dernier paragraphe quelques exemples de suites
d-orthogonales (d~ 2), ainsi que leur equation fonetionneIIe veetorielle.

Rappelons d'abord les resultats suivants:

4.1. Les poIynomes d-symhriques

DEFINITION 4.1. Considerons une suite de polynomes normalises
{B,,} "" o. On dit que eette suite est d-symetrique lorsqu'eIIe verifie:

n~O,

k=I, .. ,d, ';~+I=l.

Lorsque d = I, done ~ 1 = - I, on retrouve Ie cas d'une suite symetrique:
B,,(-x)=(-I)" B,,(x), 1l~0.

DEFINITION 4.2. On dit que la fonctionnelle A = I( ~)' ... ,5fd_ d est
d-symetrique lorsqu'eIIe verifie:

v=O,I, ...,d-l, j1=O,l, ... ,d, v#-j1, 1l~0.

En partieulier si d = I, A se reduit ala fonetionnelle Iineaire sealaire SPa, on
retrouve la definition d'une fonctionnelle symetrique:

n ~ 0 (tous les moments d'ordre impair sont nuls).

THEOREME 4.1 [5, 6]. Pour chaque suite normalisee {B,,} 11" 0 d-ortho­
gonaie par rapport a Ia fonctionnelle A = I( SPa, 2';, ..., .Sf'd_ I), Ies trois
propositions suivantes sont equivaientes:
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(a) La fonctionnelle A est d-symetrique.

(b) La suite {B,,},,~o est d-symetrique.

(c) La suite {B"},, ~ 0 vhifie fa recurrence suiliante:
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SB,,( x) = x", 0 ~ n ~ d,

IB"+d+ I(X) =xB,,+Ax) -I'?+ I B,,(x), n~O.
(4.1)

Si, en plus, fa suite {B"}Il~o est d-orthogollale "classique," alors sa suite
des dhivees {QIl}" ~ 0 verifie egalement fa recurrence:

{
Q,,(X)=x'" O~Il~d,

QIl+d+ I(X) = XQll+d(X) - 9::+ I QIl(:r), n~O.
(4.2)

4.2.

EXEMPLE 1. Les polynomes d-orthogonaux de type Hermite. Soit
{ BIl } " ~ 0 une suite d-symetrique et d-orthogonale "classique." Done, elle
verifie Ia recurrence (4.1) et sa suite des derivees verifie la recurrence (4.2).

Ainsi, les egalites (3.9) et (3.9 )bis deviennent:

{

BIl(X) = QIl(X) = x", 0 ~ 11 ~ d,

B"'+d+ ,(x) = Qm+d+ I(X) + [(m + 1) 1'?',+2

-(m+d+ 1)Y?"+IJ Q",(x), fn~O.

(4.3)

En rempla<;ant maintenant (4.3) dans (4.1), compte tenu de (4.2), on
obtient Ie systeme suivant:

(11 + d + 2) y?, + I = (11 + d) }'?' + (n + 1) Y? + 2 - (11 - I) t'?, + I' 11 ~ I, (4.4)

(d+2)y~=y~+}'(i,

Pour resoudre ce systeme, on pose:

,0 _"o_n_
} Il + I - /Il 11 + d f)1l' f1~I, 0,,#-0.

L'equation (4.5) se transforme alors en une equation de Riccati de la
forme:

I
Oil +d+ () = 2,

"
n ~ I. (4.6)
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Nous ne considerons ici que Ie cas de la solution evidente de I'equation
(4.6) c'est-a-dire 0" = I, n ~ I. D'ou en remplal(ant dans l'equation (4.4), on
obtient:

n~O.

11 en resulte que {B,,} 11:,,0 est une suite d'Appell, car BIl(x) = Q,,(x), n ~ O.
Les deux fonctionnelles A et A sont alors identiques. L'equation

fonctionnelle caracterisant cette suite est:

'PA+D(ct>A)=O.

0 1 0 0

0 0 2 0

¢(x) ~ (i
0

r)Avec 'P(x) =
1

0 0 0 d-I
d °oX 0 0 0
}',

Remarques 4.1. Puisque {B,,} 11:,,0 est une suite d'Appell:

(I) D'abord, en derivant successivement BIl(x) et en tenant compte
de I'egalite B,,(x)=Q,Jx), n~O, on trouve

_(n-I')! "+1 .
BIl_)x)- D B,,+,(,\),

(n + I)!
O~I'~n.

Ensuite, en substituant dans la relation de recurrence (4.1) verifiee par
{ B,,} ":,, 0' on obtient I'equation difTerentielle d'ordre d + 1 verifiee par
chaque polynome B,,(x):

,,0
~~ D d + IB,,(x) - xB;,(x) + nB,,(x) = 0, n ~O.

(2) Par ailleurs, en vertu de I'egalite (2.2), on a facilement:

( 1)"
<£I =__ D" <£I 0oL" r oLo, n~.

n.

D'ou I'equation differentielle d'ordre d suivante verifiee par !Eo (dans 9"'):

O(_1)d d(£J (£J 0
1',~D oLo-X..z O= .
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(3) Cette suite d-orthogonale "c1assique" est l'analogue des polynomes
d'Hermite. D'ou I'appellation: polynomes d-orthogonaux de type Hermite.

(4) Lorsque d= I. }'~ =~, on retrouve les polynomes orthogonaux
c1assiques d'Hermite.

(5) Lorsque d = 2, on retrouve les polynomes 2-orthogonaux de type
Hermite [5.6].

Pour cet exempIe, Ies moments des fonctionnelles 2';) •..., 2~1 } sont
donnes par: pour 2~:

m~I,

et pour tout !E~, ~ = I, ... , d - I:

f1 = 0, I..... d; m ~ O.

En eITet, d'apres Ie Corollaire 3.1, les recurrences sur Ies moments des
fonctionnelles lineaires .Y~, ...• .:.fd_} sont donnees par Ie systeme suivant:

0 0 0

I (~»)"'+I0 0 0
m+I (2~),.,+ I

0
d-I (.:.fd_}),.,+1

0 0
m+ I 2'0),,, + 2

d
0 0 0

}'~(m + I)

0 0 0 I ( .:.fa),,,

I 0 0 0 (.:.f} )",

0 0 0 0 (!Ed-I),.,

0 0 1 0 (2'0)",+ }
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Soit:

lJOUAK ANlJ MARONI

2
--I (2S)"'+1=(l.f;)",
m+

D'ou I'on obtient par recurrence:

m~O.

Par consequent, en changeant m -+ (d + I) 111 +1/, on a les moments de la
fonctionnelle Yb. Car, en vertu de la recurrence verifiee par la suite
d-symetrique {B"},,;,, (), on a: B",( x) = x'" pour 111 = 0, 1, ... , d, done:

111 = 0, I, ..., d.

Par ailleurs, a partir de la relation 2';, = «( - 1 )"/I1!) D"2'o, n ~ 0, on
obtient les moments des autres fonctionnelles !.Ex' IX = 1, ... , d - 1, en fonc­
tion de ceux de !fo:

(!fl.) = <!fl. x'" >= ( - I r <DX!f, x'" >
7. HI '~.' 0' , -0'·

IX.

(
111 + IX)

= IX (~)"'-X, IX= 1, 2, ... , d-I, m~O.

soit en changeant 111 -+ (d + I) m +1/, on a:
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(
(d + I) m +.u + C()

= rx (2~J)ld+l)m+II--'

.u = 0, I, ..., d, m ~ O.

D'ou Ie resultat.
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4.3. Les suites de polynomes associes

DEFINITION 4.3. On appelle la suite associee de {B,,} 1/;' 0 (relativement
a .5f;)), la suite {B:,II},,;, 0 definie par:

n ~ O.

Chaque B;,II(X) est normalise. On note par {S";,I\},,;,O la suite duale de
{ B~,t)} n ~ ().

PROPOSITION 4.1 [13]. On a:

n~O. (4.7)

Remarque 4.2. Lorsque {B,,},,;, ° est d-orthogonale (relativement a
A = '(.5f;), ... , 2~/_ I)), elle verifie donc les recurrences:

d-\

B"'+d+ dx) = (x - P"'+d) B",+Ax) - I .'t'~,~ld- ';,B"'+d 1_ Ax),
\1=0

m~O,

(RI)

n~O,

avec les conditions initiales:

{

Bo(.\,') _= 1" _ B I (.\-) = x -,/3_0~:_s~ d~ 2:

B I ) I /3 ) B () '" d--I-I'B (),,1,\ -1,\ ,,-1 1/-1 X L. Y" I-v ,,-2-v x,
\'=0

2';:;n';:;d.
(R2)

De meme, la suite {B;,II},,;, 0 verifie la relation de recurrence:

B;'~~d+ I(X) = Ix - /3"'+d+ I) B~~~d(X)

d-I

'" d-I v Bill ( )- L I'm+d-v+] m+d- 1 v X ~

v=o
m~O, (R3)
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avec les conditions initiales:

{

Bi/ I(X) = 1, B\II(X) = X - PI et si d~ 2:
n 2 (R4)

B II1(v)=(x'-fl )BIII (x')-" },d-I "BII ) (-x') 2~11~{1
11'" .' , 11 11 I,· 1-. 11 - Ii Jl 2- v'·, ""'" -.....:::::: .

\'=0

Elle est donc d-orthogonale par rapport a A(II = I( 2/ii I, ... , !£j'2 1)'

4.4.

EXEMPLE? Les polyn6mes d-orthogonaux auto-associes. Application
au cas d= 2.

On considere maintcnant une suite {Bn } n '" 0 de polyn6mes d-ortho­
gonaux auto-associee c'est-a-dire telle que:

B:/ I(X) = B)x), n ~ O.

Alors, on a:

fln = flo, n~O; n ~ 0 pour chaque v = 0, 1, ..., d - 1.

On ne traite ici que Ie cas d = 2 [13].
Les egalites precedentes deviennent alors:

PII = flo; n~O.

On peut toujours choisir flo = 0 et )'~ = y i= O. On pose )': =x, donc:

Bn+ 3(X) = xBn+2(X) - xBn+ I(X) - yBn(x), n ~ O.

Cette suite {Bn } n '" II auto-associee est 2-orthogonale "classique." Car sa
suite des derivees, {Qn} II '" 0' verifie aussi une recurrence d'ordre trois:

Qo(X) = I,

n~O.

(n+2)(n+5)
Qn+3(x) = XQn+2(X) - x (n + 3)(n + 4) Qn+ ](x)

(n+l)(n+6)
-y (n+3)(n+4) Q,r\"),

Donc 2-orthogonale.
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Lorsque iX = 0, la suite est 2-symetrique. Dans ce cas
les polynomes 2-orthogonaux de type Tchebychev de

Remarque 4.3.
les {B"},,;,,o sont
deuxieme espece.

L'equation fonctionnelle caracterisant la suite {B/l},,;"o est:

'PA + D( epA) = 0,

ou A _ (Yo)- 2'; , et

1 iX
2

4>:)(x) = --x--,
2 6y

I lliX 3iX 3 9
¢J I (x I = lOY x + 1Oy2 + :5 .

Voir [6] (§6) pour les formules de calcul des coefficients de ces polynomes.
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